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新东方版 2015 年考研数学（一）答案解析 

一、选择题 

（1）设函数 ( )f x 在 ∞ ∞（- ,+ ）连续，其 2 阶导函数 ( )f x′′ 的图形如下图所示，则曲线

( )y f x= 的拐点个数为（    ） 

（A）0   （B）1   (C) 2   ( D) 3 

           

【答案】C 

【解析】 拐点为 正负发生变化的点 

21 1
2 3

x x xy e x e y ay by ce″ = + − + ′ + = 
 

（2）设 是二阶常系数非齐次线性微分方程 的一个特解，

则：

 

(A) 3, 1, 1.
(B) 3, 2, 1.
(C) 3, 2, 1.
(D) 3, 2, 1.

a b c
a b c
a b c
a b c

= − = − = −
= = = −
= − = =
= = =

 

【答案】（A） 

【解析】 

( )

2 21 1, + 0
2 3

1 2 3, 1 2 2, 3 2
1.

x x

x x

e e a b

a b y xe y y y ce
c

λ λ− + =

= − + = − = × = = ″− ′ + =

= −

为齐次方程的解，所以2、1为特征方程 的根，

从而 再将特解 代入方程 得： 

"(x)f
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( )
1 1

(3) 3 3 1

(A)
(B)
(C) .
(D)

n
n n

n n
a x x na x

∞ ∞

= =

= = −∑ ∑若级数 条件收敛，则 与 依次为幂级数 的：

收敛点，收敛点.

收敛点，发散点.

发散点，收敛点

发散点，发散点.

 

【答案】B 

【解析】 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

2 1 1

1 0,2

1 0,2 3 3 1

n n
n n n

n n n

n n
n n

n n

a x a x a x

na x x x na x

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

= − −

− = = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

因为 条件收敛，故 为幂级数 的条件收敛点，进而得

的收敛半径为，收敛区间为 ；又由于幂级数逐项求导不改变收敛区间，故

的收敛区间仍为 ，因而 与 依次为幂级数

的收敛点，发散点.

 

（4）设 D 是第一象限中曲线 2 1,4 1xy xy= = 与直线 , 3y x y x= = 围成的平面区域，函数

( , )f x y 在 D 上连续，则 ( , )
D

f x y dxdy =∫∫  

（A）
1

3 sin 2
1

4 2sin 2

( cos , sin )d f r r rdr
π

θ
π

θ

θ θ θ∫ ∫   （B）
1

sin 23
1

4 2sin 2

( cos , sin )d f r r rdr
π

θ
π

θ

θ θ θ∫ ∫  

(C) 
1

3 sin 2
1

4 2sin 2

( cos , sin )d f r r dr
π

θ
π

θ

θ θ θ∫ ∫   ( D) 
1

sin 23
1

4 2sin 2

( cos , sin )d f r r dr
π

θ
π

θ

θ θ θ∫ ∫  

【答案】B 

【解析】由 y x= 得，
4
πθ =  

由 3y x= 得，
3
πθ =  

由 2 1xy = 得， 2 12 cos sin 1,
sin 2

r rθ θ
θ

= =  

由 4 1xy = 得， 2 14 cos sin 1,
2sin 2

r rθ θ
θ

= =  
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所以
1

sin 23
1

4 2sin 2

( , ) ( cos , sin )
D

f x y dxdy d f r r rdr
π

θ
π

θ

θ θ θ=∫∫ ∫ ∫  

（5）设矩阵
2

1 1 1
1 2
1 4

A a
a

 
 =  
 
 

，
2

1
b d

d

 
 =  
 
 

，若集合 {1,2}Ω = ，则线性方程组 Ax b= 有无

穷多个解的充分必要条件为 

（A） ,a d∉Ω ∉Ω  （B） ,a d∉Ω ∈Ω（C） ,a d∈Ω ∉Ω（D） ,a d∈Ω ∈Ω  

【答案】D 

【解析】[ ]
( )( ) ( )( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
, 1 2 0 1 1 1

1 4 0 0 1 2 1 2
A b a d a d

a d a a d d

  
  = → − −  
   − − − −   

 

Ax b= 有无穷多解 ( ) ( , ) 3R A R A b↔ = <  

                 1a↔ = 或 2a = 且 1d = 或 2d =  

（6）设二次型 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 x Py= 下的标准形为 2 2 2
1 2 32y y y+ − ，其中 

1 2 3( , , )P e e e= ，若 1 3 2( , , )Q e e e= − ，则 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 x Qy= 下的标准形为 

（A） 2 2 2
1 2 32y y y− +  （B） 2 2 2

1 2 32y y y+ −  （C） 2 2 2
1 2 32y y y− −  （D） 2 2 2

1 2 32y y y+ +  

【答案】A 

【解析】设二次型对应的矩阵为 A , ( )1 2 3, , ,P e e e= 二次型在正交变换 x Py= 下的标准行

为 2 2 2
1 2 32 ,y y y+ − 则 1

2
1 ,

1
P AP−

 
 =  
 − 

若 ( )1 3 2, , ,Q e e e= − 则

1

2
1 ,

1
Q AQ−

 
 = − 
  

故在正交变换 x Qy= 下的标准型是： 2 2 2
1 2 32 - +y y y ，故选 A 。 

（7）若 ,A B 为任意两个随机事件，则 

（A） ( ) ( ) ( )P AB P A P B≤                         （B） ( ) ( ) ( )P AB P A P B≥  
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（C） 
( ) ( )( )

2
P A P BP AB +

≤                     （D）
( ) ( )( )

2
P A P BP AB +

≥  

【答案】C 

【解析】  

 

 

故选

 
( )(8) X,Y 2, 1, 3, 2EX EY DX E X X Y= = = + − =  设随机变量 不相关，且 则  

(A) 3−         (B)3       (C) 5−       (D)5  

【答案】D 

【解析】 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2 2

2 5

E X X Y E X XY X E X E XY E X

D X E X E X E Y E X

 + − = + − = + −    
= + + − =

 

二、填空题 

（9） 20

ln coslim
x

x
x→

=  

【答案】
1-
2  

【解析】  

（10）
2

-
2

sin( )
1 cos

x x dx
x

π

π + =
+∫  

【答案】
2

4
π

 

【分析】此题考查定积分的计算，需要用奇偶函数在对称区间上的性质化简. 

)()(),()( ABPBPABPAP ≥≥

)(2)()( ABPBPAP ≥+∴

( ) ( )( )
2

P A P BP AB +
∴ ≤

（C）

( )
2

2 2 20 0 0

1
ln cos cos 1 12lim lim lim

2x x x

xx x
x x x→ → →

−−
= = = −



  新东方网考研频道  http://kaoyan.xdf.cn 

新东方网考研频道  http://kaoyan.xdf.cn/ 

【解析】  

（11）若函数 ( , )z z x y= 由方程 + cos 2xe xyz x x+ + = 确定，则 (0,1)dz = . 

【答案】 -dx  

（ 12 ） 设 Ω  是 由 平 面 1x y z+ + = 与 三 个 坐 标 平 面 所 围 成 的 空 间 区 域 ， 则

( 2 3 )x y z dxdydz
Ω

+ +∫∫∫ =  

【答案】
1
4  

【分析】此题考查三重积分的计算，可直接计算，也可以利用轮换对称性化简后再计算 

【解析】由轮换对称性，得 

 

其中 为平面 截空间区域 所得的截面，其面积为 .所以 

 

（13）n 阶行列式

2 0 0 2
-1 2 0 2

0 0 2 2
0 0 -1 2





    



 =  

【答案】 n+12 2−  

【解析】按第一行展开得 
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（14）设二维随机变量 ( , )X Y 服从正态分布 (1,0;1,1;0)N ，则 ( 0)P XY Y− < = . 

【答案】
1
2

 

【解析】 

( , ) ~ (1,0,1,1,0)X Y N  

~ (1,1), ~ (0,1),X N Y N∴ 且 ,X Y 独立 

1 ~ (0,1)X N∴ −  

}{ }{0 ( 1) 0P XY Y P X Y− < = − <  

}{ }{1 0, 0 1 0 0P X Y P X Y= − < > + − > <，  

              
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

= × + × =  

 

三、解答题 

（15）设函数 ( ) ln(1 ) sinf x x a x bx x= + + + ⋅ ， 3( )g x kx= ，若 ( )f x 与 ( )g x 在 0x → 是

等价无穷小，求 a ，b ， k 值。 

【解析】 ( ) ln(1 ) sinf x x a x bx x= + + + ⋅  

( ) ( )
2 3 3

3 3

2 3 3!
x x xx a x x bx x xο ο

   
= + − + + + − +   

   
 

( ) ( )2 3 3        1
2 3
a aa x b x x xο = + + − + + + 

 
 

3( ) ( )f x g x kx∴ =与 是等价无穷小 
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1+ 0 1
10      

2 2
1

3 3

a a
a b b

a k k

 
 = = −
 
 ∴ − + = ⇒ = − 
 
 = = −  

 

 

（16）设函数 ( )f x 在定义域 I 上的导数大于零，若对任意的 0x I∈ ，曲线 ( )y f x= 在点

0 0( , ( ))x f x 处的切线与直线 0x x= 及 x 轴所围成的区域的面积为 4，且 (0) 2,f = 求 ( )f x

的表达式。 

【解析】如下图： 

 

处的切线方程为 ：  

与 轴的交点为： 时， ，则 ， 

因此， .即满足微分方程： ，解得：

. 

又因 ，所以 ，故 . 

（17）已知函数 xyyxyxf ++=),( ，曲线 3: 22 =++ xyyxC ，求 ),( yxf 在曲线C 上

0x x= l 0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x′= − +

l x 0y = 0
0

0

( )
( )

f xx x
f x

= −
′

0
0

0

( )
( )

f xAB x x
f x

= = −
′

0
0 0

0

1 1 ( )( ) ( ) 4
2 2 ( )

f xS AB f x f x
f x

= ⋅ = =
′ 2

1
8

y
y
′
=

1 1
8

x c
y
= − +

(0) 2y =
1
2

c = 8
4

y
x

=
−
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的最大方向导数. 

【详解】 

根据方向导数与梯度的关系可知，方向导数沿着梯度方向可取到最大值且为梯度的模.，故 

( )xyyxgradf ++= 1,1),(  

故 ),( yxf 在 曲 线 C 上 的 最 大 方 向 导 数 为 ( ) 22 )1(1 xy +++ ， 其 中 yx, 满 足

322 =++ xyyx ，即就求函数 22 )1()1( xyz +++= 在约束条件 0322 =−++ xyyx 下

的最值. 

构造拉格朗日函数 =),,( λyxF )3()1()1( 2222 −++++++ xyyxxy λ  

令














=−++=
∂
∂

=+++=
∂
∂

=+++=
∂
∂

03

02)1(2

02)1(2

22 xyyxF

xyy
y
F

yxx
x
F

λ

λλ

λλ

可得 )1,1(),1,1( −− )2,1(),2,2(, −−  

其中 )2,1(9)1,2(,0)1,1(,4)1,1( −==−=−−= zzzz  

综上根据题意可知 ),( yxf 在曲线 C 上的最大方向导数为3 . 

 

（18）（本题满分 10 分） 

（Ⅰ）设函数 ( ), ( )u x v x 可导，利用导数定义证明 

[ ( ) ( )]'= '( ) ( ) ( ) ( ) 'u x v x u x v x u x v x+  

（Ⅱ）设函数 1 2( ), ( )... ( )nu x u x u x 可导， 1 2( ) ( ) ( )... ( ),nf x u x u x u x= 写出 ( )f x 的

求导公式. 

【解析】 

( )Ι  



  新东方网考研频道  http://kaoyan.xdf.cn 

新东方网考研频道  http://kaoyan.xdf.cn/ 

 

  ( )Π
 

  

 

（19）（本题满分 10 分） 

已知曲线 L 的方程为
2 22 ,

,
z x y
z x

 = − −


=
起点为 (0, 2,0)A ，终点为 (0, 2,0)B − ，计算曲

线积分 2 2 2 2( ) ( ) ( )
L

I y z dx z x y dy x y dz= + + − + + +∫  

【详解】曲线 L 的参数方程为

cos ,

2 sin ,
cos ,

x

y
z

θ

θ
θ

=


=
 =

θ 从
2
π

到
2
π

−  

2 2 2 2( ) ( ) ( )
L

I y z dx z x y dy x y dz= + + − + + +∫  

2 22

2

2 32

2

2 22 2
0

2

( 2 sin cos )sin 2 sin 2 cos (cos 2sin )sin

12 sin sin 2 sin sin
2

1 22 sin 2 2 sin 2 2
2 2 2

d

d

d d

π

π

π

π

π π

π

θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

πθ θ θ θ π

−

−

−

 = − + + − + 

 = − + − − 
 

= = = =

∫

∫

∫ ∫

 

 

（20）（本题满分 11 分） 

设 向 量 组 1 2 3, ,α α α 是 3 维 向 量 空 间 3� 的 一 个 基 ， 1 1 32 2kβ α α= + ， 2 22β α= ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( )

'

0

0

' '

( )
lim

( ) ( ) ( )
                     lim

                     ( ) ( )

x

x

u x x v x x u x v x
u x v x

x
u x x u x v x x u x v x x v x

x
u x v x u x v x

→

→

+ ⋅ + − ⋅
⋅ =  

+ − ⋅ + + ⋅ + −  =

= ⋅ + ⋅









 



[ ]{ }
[ ] [ ]

[ ]{ }

''
1 2

''
1 2 1 2

''
1 2 1 2 3

' ' '
1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          
         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n n

n n

n n n

f x u x u x u x

u x u x u x u x u x u x

u x u x u x u x u x u x u x

u x u x u x u x u x u x u x u x u

= ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ + + ⋅



 

 



    ( )x
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3 1 3( 1)kβ α α= + + 。 

（Ⅰ）证明向量组 1 2 3, ,β β β 是 3� 的一个基； 

（Ⅱ）当 k 为何值时，存在非零向量ξ 在基 1 2 3, ,α α α 与基 1 2 3, ,β β β 下的坐标相同，并求出

所有的ξ 。 

【解析】（Ⅰ） 1 2 3( , , )β β β = 1 2 3

2 0 1
( , , ) 0 2 0

2 0 1k k
α α α

 
 
 
 + 

 

因为

2 0 1
2 1

0 2 0 2 4 0
2 1

2 0 1
k k

k k
= = ≠

+
+

， 

所以 1 2 3, ,β β β 线性无关， 1 2 3, ,β β β 是 3� 的一个基。 

（Ⅱ）设

2 0 1
0 2 0

2 0 1
P

k k

 
 =  
 + 

， P 为从基 1 2 3, ,α α α 到基 1 2 3, ,β β β 的过渡矩阵，又设ξ 在

基 1 2 3, ,α α α 下的坐标为 1 2 3( , , )Tx x x x= ，则ξ 在基 1 2 3, ,β β β 下的坐标为 1P x− ， 

由 1x P x−= ，得 Px x= ，即 ( ) 0P E x− =  

由

1 0 1
1 1

0 1 0 0
2

2 0
P E k

k k
k k

− = = = − = ，得 0k = ，并解得

1
0 ,
1

x c c
− 
 =  
 
 

为任意常数。 

从而ξ 1 3,c c cα α= − + 为任意常数。 

（21）（本题满分 11 分） 

设矩阵

0 2 -3
-1 3 3
1 -2

A
a

 
 = - 

 

相似于矩阵

1 -2 0
0 0
0 3 1

B b
 
 =  

 

. 

（Ⅰ）求 ,a b 的值. 

（Ⅱ）求可逆矩阵 P ，使得 1P AP− 为对角阵. 
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【解析】 

由 相似于  

则 解得  

 

当  

特征向量  

当  

则特征向量 所以 得  

（22）（本题满分 11 分） 

设随机变量 X 的概率密度为 

-2 ln 2 0
( )=

0 0

x x
f x

x
 >


≤
 

对 X 进行独立重复的观测，直到第 2 个大于 3 的观测值出现时停止，记Y 为观测次数. 

（Ⅰ）求Y 的概率分布； 

（Ⅱ）求 EY . 

0 2 3
1 3 3

1 2
A

a

− 
 = − − 
 − 

1 2 0
0 0
0 3 1

B b
− 

 =  
 
 

0 3 1 1
0 2 3 1 2 0

,
1 3 3 0 0

1 2 0 3 1

a b

b
a

+ + = + +
 − −
 − − =


4, 5a b= =

2

2 3
( ) | | 1 3 3 ( 1) ( 5) 0

1 2 4
Af E A

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
= − = − = − − =

− −

1 2 1,λ λ= =
1 2 3 1 2 3

( ) 1 2 3 0 0 0
1 2 3 0 0 0

E Aλ
− −   

   − = − →   
   − −   

1 2

2 3
1 , 0
0 1

ξ ξ
−   

   = =   
   
   

，

3

5 2 3 1 2 3 1 0 1
5, ( ) 1 2 3 1 2 1 0 1 1

1 2 1 5 2 3 0 0 0
E Aλ λ

−     
     = − = → − →     
     − −     

3

1
1 ,

1
ξ

− 
 = − 
 
 

1 2 3

2 3 1
( , , ) 1 0 1 ,

0 1 1
P ξ ξ ξ

− − 
 = = − 
 
 

1

1 0 0
0 1 0
0 0 5

P AP−

 
 =  
 
 
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【解析】 

 

  
（ ）

 

  
（ ）  

     设级数  

      所以  

 

（23）（本题满分 11 分） 

设总体 X 的概率密度为 

1 1
( ; )= 1

0

x
f x

θ
θ θ

 ≤ ≤
−

 其他

 

其中θ 为未知参数， 1 2..... nX X X， 为来自该总体的简单随机样本. 

（Ⅰ）求θ 的矩估计. 

（Ⅱ）求θ 的最大似然估计. 

【解析】由题可得 

（ ） 

 

 

{ } 2

3

13 2 ln
8

xP x dx
+∞ −> = =∫

Ι { } 1 2 2 2 2
1

1 7 1 7( ) ( ) ( 1)( ) ( ) , 2,3, 4....
8 8 8 8

k k
kP Y k C k k− −
−= = = − =

Π
2

2 2

2 2

1 7 1 7( 1)( ) ( ) ( 1)( )
8 8 64 8

k k

K k
EY k k k k

+∞ +∞
− −

= =

= − = −∑ ∑

2
3

2 2

1 1 1 2( ) ( 1)
64 64 64 (1 )

k k

k k
S x k k x x

x

+∞ +∞
−

= =

′′ = − = = ×  − 
∑ ∑

7( ) 16
8

S =
7( ) 16
8

EY S= =

Ι

21 1

1 1

1 1|
1 1 2 2

1 1 2 1
2

n n

i i
i i

x xEX dx

x x
n n

θθ

θ
θ θ

θ θ
∧

∧

= =

+
= = ⋅ =

− −

+
= ⇒ = −

∫

∑ ∑
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（ ）联合概率密度 

 

   ，故取 

 

 

 

Π

1 2
1( , , , ; ) , 1

(1 )n inf x x x xθ θ
θ

= ≤ ≤
−



(1 )ln lnf n θ−= −
ln 0

1
d f n

dθ θ
= >

−

{ }1 2min , , , nx x xθ
∧

= 


