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2020 考研数学真题（数学二）

一、选择题：1～8小题，每小题 4分，共 32 分．下列每题给出的四个选项中，只有一个选项是符合

题目要求的．请将所选项前的字母填在答题纸．．．指定位置上．

1.当 0x  时，下列无穷小量中最高阶的是（ ）

A.
2

0
( 1)

x te dt B. 3

0
ln(1 )

x
t dt C.

sin 2

0
sin
x

t dt D.
1 cos 3

0
sin

x
tdt





解析：本题选 D.考查了无穷小量的阶的比较，同时考查了变上限积分的函数的求导方法、洛必达法则等。用求导定

阶法来判断。在 0x  时，

 2 2 2

0
( 1) 1

x t xe dt e x


    ；

 
3

3 3 2
0

ln(1 ) ln(1 )
x

t dt x x


    ；

   
sin 22 2

0
sin sin sin cos
x

t dt x x x

  ；

  21 cos 3 3 3 3

0

2sin sin (1 cos ) sin ( )
2 4

x xtdt x x x x x
 

    。

2.函数

1
1 ln(1 )( )

( 1)( 2)

x

x

e xf x
e x

 


 
的第二类间断点的个数为（ ）

A.1 B.2 C. 3 D.4

解析：本题选 C.本题考查了间断点的概念与分类、极限的计算。

间断点有 1,0,1,2x   ，由于
1

1

1 1

ln(1 )lim ( ) lim
( 1)( 2)

x

xx x

e xf x
e x 



 


  

 
；

1
1

0 0

ln(1 ) 1lim ( ) lim
( 1)( 2) 2

x

xx x

e xf x
e x e



 


  

 
；

1
1

1 1

ln(1 )lim ( ) lim
( 1)( 2)

x

xx x

e xf x
e x 



 


  

 
；

1
1

2 2

ln(1 )lim ( ) lim
( 1)( 2)

x

xx x

e xf x
e x



 


  

 

3.
1

0

arcsin (       )
(1 )

xdx
x x




A.
2

4


B.
2

8


C.
4


D.
8


解析：本题选 A。本题考查了定积分的计算，主要内容是第二换元积分法。
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2arcsin1 2 /22
00 0

arcsin 2sin cos | .
sin cos 4(1 )

x tx tdx t tdt t
t tx x


 

  
 

4.已知
2( ) ln(1 ),f x x x  当 3n  时，

  (0) (      )nf 

A.
!
2

n
n




B.
!
2

n
n 

C.
 2 !n
n


 D.
 2 !n
n


解析：选 A。本题考查了函数在 0 处的高阶导数的计算。有泰勒公式求解：

2 2 2 21 1( ) ln(1 ) ( ) ( )
2 2

n nf x x x x x x x o x
n

       




( )
( )(0) 1 !, (0)

! 2 2

n
nf nf

n n n
    

 
。

5.关于

, 0,
( , ) , 0,

, 0,

xy xy
f x y x y

y x


 
 

给出下列结论：

（1）
(0,0)

1f
x





（2）
2

(0,0)

1f
x y



 

（3）
   , 0,0

lim ( , ) 0
x y

f x y




（4） 0 0
lim lim ( , ) 0
y x

f x y
 



其中正确的个数为（ ）

A.4 B. 3 C. 2 D. 1

解析：本题考查了分块函数在分界线上某点处的偏导数求法，二元函数极限与累次极限等计算。需要用到偏导数的

定义式等。

0 0
(0,0)

( ,0) (0,0) 0(1) lim lim 1
x x

f f x f x
x x x 

  
  



 

2

0 0
0,0

, 0,
(2) ( , ) , 0, , 0

, 0,

(0, ) (0,0) 1lim limx x

y y

xy xy
ff x y x y xy y
x

y x

f y ff y
x y y y 


   
 

 
   

 

因为 当 时， ，

此时

故 2

( 0 , 0 )

f
x y

 

不存在.

(3) 因 为

, 0,
( , ) , 0,

, 0,

xy xy
f x y x y

y x


 
 

所 以 当 0xy  时 ， ( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim ( , ) lim 0

x y x y
f x y xy

 
  ， 当 0y  时 ，

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim ( , ) lim 0

x y x y
f x y x

 
  ，当 0x  时，
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( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim ( , ) lim 0

x y x y
f x y y

 
  ，所以点 ( , )x y 沿着任意方向趋近于 (0,0) 时，极限均为 0,故    , 0,0

lim ( , ) 0
x y

f x y


 .

(4)因为

, 0,
( , ) , 0,

, 0,

xy xy
f x y x y

y x


 
 

，所以当 0xy  时，

0 0 0
lim lim lim 0 0
y x y

xy
  

 
，当 0y  时，

0 0 0
lim lim lim 0 0
y x y

x
  

 
，

当 0x  时，

0 0 0
lim lim lim 0
y x y

y y
  

 
,综上

0 0
lim lim ( , ) 0
y x

f x y
 

 .

选 B。

6.设 ( )f x 在 2,2 上可导，且 ( ) ( ) 0f x f x   ，则（ ）

A. ( 2) 1
( 1)
f
f





B. (0)
( 1)
f e
f




C. 2(1)
( 1)
f e
f




D. 3(2)
( 1)
f e
f




解析：本题选 B。考查了函数的单调性，辅助函数构造等问题。

由 ( ) ( ) 0f x f x   ，可知 ( ) ( ) 0f x f x   ，可以构造辅助函数：
( )( ) x

f xF x
e

 ，

由导数符号可知函数 F(x)在  2,2 单调递增。由 (0) ( 1)F F  容易推得选 B。

7.四阶矩阵 A 不可逆， 12 0A  ， 1 2 3 4, , ,    为矩阵 A的列向量组，则 * 0A X  的通解为（ ）

A. 1 1 2 2 3 3x k k k     B. 1 1 2 2 3 4x k k k    
B. 1 1 2 3 3 4x k k k     D. 1 2 2 3 3 4x k k k    

解析：本题选 C。考查了线性齐次方程组通解的结构、伴随矩阵秩的公式、AA*的公式。

由于 12 0A  ，故 ( *) 1r A  ，再由伴随矩阵秩的公式

, ( )
( *) 1, ( ) 1

0, ( ) 1

n r A n
r A r A n

r A n


  
  

，可知 ( *) 1, ( ) 3r A r A  。

* 0A x  的基础解系由 3 个解向量构成。又因为 *A A A E O  ，A 的每一列都 1 2 3 4, , ,    是 * 0A x  的解向

量 。 只 要 找 到 * 0A x  的 3 个 无 关 解 就 构 成 基 础 解 系 。 抓 住 12 0A  这 一 条 件 。 由

11

12
1 2 3 4

13

14

* ( , , , )

A
A

AA O
A
A

   

 
 
  
 
 
 

可知，

11 1 12 2 13 3 14 4 0A A A A       ，因为 12 0A  ，因此 2 可由 1 3 4, ,   线性表示，故 1 3 4, ,   线性无关。

原因是 1 2 3 4( ) ( , , , ) 3r A r      ，若 1 3 4, ,   线性相关，则其中有一个向量可由其余两个线性表示，

秩就小于 3了，可推出矛盾。因此 1 3 4, ,   为基础解系，选 C。

8.A 为 3 阶方阵， 1 2,  为属于特征值 1的线性无关的特征向量， 3 为 A的属于-1 的特征向量，满足
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1

1
1

1
P AP

 
   
  

的可逆矩阵 P为（ ）

A.  1 3 2 3, ,     B.  1 2 2 3, ,    

B.  1 3 3 2, ,     D.  1 2 3 2, ,    

解析：本题选 D。考查了矩阵相似对角化的相关理论与特征向量的性质。

矩阵 P的每一列要与特征值对应起来。由题目已知，P 的第一列与第三列必须是 1的特征向量，P的

第二列必须是-1 的特征向量。由特征向量的性质可知选 D。

二、填空题：9～14 小题，每小题 4分，共 24 分．请将答案写在答题纸．．．指定位置上．

9.设  








1ln
1
2

2

tty
tx

，则 
1

2

2

d
d

tx
y

.

答案： 2
【解析】

2
=

1
dx t
dt t  ，

2

1
1

dy
dt t


 ，

1=dy
dx t


，

2 ' 22

2 3

2

1( ) / 1=
/

1

dyd dtd y dy tdx t
tdx dx dx dt t
t

 
   

 ，

2

2
1

2
t

d y
dx



  
.

10. 求 xxy
y

d1d
1 31

0   = .

答案：
9
2

9
24


【解析】：交换积分次序，

2
131 1 13 3 2 3 3 3 2

0 0 0 0
0

1 1 2= 1 1 1 ( 1)= 1
3 3 3

x
dx x dy x x dx x d x x            原式 （ ）

3
22 2 4 2 2= 2 1 = 2 2 1 =

9 9 9 9
  原式 （ ） （ ）

11.设   ,sinarctan yxxyz  则   ,0
dz .

答案：   yx dd1 

【解析】：
 2

cos( )
1 sin( )

dz y x y
dx xy x y

 


  
，

 2

cos( )
1 sin( )

dz x x y
dy xy x y

 


  
，代入 0 （ ， ），
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2

cos 1
1 (sin )

dz
dx

  



   


， 2

cos 1
1 (sin )

dz
dx




  


；

(0, )
( 1)dz dx dy


   

12.斜边长为 a2 的等腰直角三角形平板铅直地沉没在水中, 且斜边与水面相齐，记重力加速度为 g，水密度为  ，

则三角形平板的一侧收到的压力为 .

答案：
3

3
1 ga

【解析】
2 3 3 3

0 0

1 1 12 ( ) 2 ( ) 2 ( )
2 3 3

a a
F g a y ydy g ay y dy g a a ga          

13.设  xyy  满足 ,02  yyy 且   00 y ，   10 y ，则   


xxy d
0

.

答案：1

【解析】 ,02  yyy 所以特解方程：
2 2

1 2+2 +1=0 +1 =0 = =-1    ，（ ） ；

1 2= ) xy C C x e 通 ( ；
'

2 1 2( )xy e C C C x  通
；又 '(0) 0 (0) 1y y  ， ；

1 1

2 1 2

0 0
1 1

C C
C C C

  
     

, = xy xe 通

+ +

00 0 0
( ) = ( 1) lim ( 1) lim ( 1) 1x x x x

x x
y x dx xe dx e x e x e x



     

 
                 

分部积分

14.求 







a
a

a
a

011
011
110

110

.

答案：
24 4aa 

【解析】
4 1

1 4

3

0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1

0 1 1 0 1 1
= 0 ( 1) 1 1

1 1 0 0 0
1 0 0

1 1 0 1 1 0

a a
a

a a
a a a a

a a a
a a a

a a



 
 

 
    




 

第 行加 第 列

至第 行 展开

继续将第 1列展开,

原式=
3 1 3 1 2 4 4 21 1 1 1

( 1)( 1) ( 1)( 1) 2 ( 2 ) 4a a a a a a a a
a a a a

    
               
 

三、解答题：15～23 小题，共 94 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．请将答案写在答．

题纸．．指定位置上．

15.（本题满分 10 分）.
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求曲线
 

 0
1

1







x
x

xy x

x

的斜渐近线。

【解析】：斜率
 

1

1 1 1lim lim lim
e11

x

x

xx x x

x
xyk

x x
x



  


   

  
 

 
 

 

 

1

1 11 ln(1 ) ln(1 ) 1

1 20 0 0

1ln(1 ) 1

20 0

1 1 1lim lim lim
e e1 11

e 11 1 e e 1 e 1lim lim lim
e ee 1

1 1 ln(1 )lim lim
e e

x

x xx x x

t t
t tt

t t t
t

t
t

t t

xb y kx x x
x

x

t
t

x t tt t

t t
t t

  

 



  

  

  

 

 

 
  
       
        
  

   
    



 
    

令

2

20

1
1 12lim
e 2et

t

t


 

所以斜渐近线方程为：
1 1
e 2e

y x 

16.（本题满分 10 分）

设  xf 连续, 且
  ,1lim

0


 x
xf

x
    ，txtfxg d

1

0 求  xg 且证明  xg 在 0x 处连续.

【解析】：因为
  ,1lim

0


 x
xf

x
且  xf 连续，则

   
0

0 lim 0
x

f f x


  ，     ,1lim0'
0


 x

xff
x

令 xt u ，则      
1

0 0

1d = d
x

g x f xt t f u t
x

  
当 0x  时，      2 0

1 1' d
x

g x f x f u u
x x

  
因为  

1

0
0 (0)d 0g f t 

所以          0
20 0 0

d0 1' 0 lim lim lim
2 2

x

x x x

f u tg x g f x
g

x x x  


   

则  
   2 0

1 d , 0
'

1 ,                               0
2

xf x
f u u x

x xg x
x
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0
2 200 0 0 0

0

d1lim ' lim d lim lim

1 1              1 lim 1
2 2 2

x
x

x x x x

x

f u uf x f x
g x f u u

x x x x

f x
x

   



 
    

 

    




则    
0

lim ' 0
x

g x g




所以  xg 在 0x 处连续

17.（本题满分 10 分）

求   xyyxxf  33 8 的极值。

解：
 
 








024,
03,

2

2

xyyxf
yxyxf

y

x

所以







0
0

y
x

或













12
1
6
1

y

x
所以驻点为  0,0 或 








12
1,

6
1

  xyxfA xx 6, 
  1,  yxfB xy

  yyxfC yy 48, 

代入  0,0 ，此时 02  BAC 所以不是极值点

代入 ,
12
1,

6
1







 02  BAC 且 0A , 所以

216
1

12
1,

6
1







f 为极小值

18.（本题满分 10 分）

设  f x 在  0, 上有定义，且满足  
2

2

2

1 22
1
x xf x x f

x x
   

  
（I）求  f x ；

（II）求曲线   1 3, ,
2 2

y f x y y   及 y围成的图形绕 x轴旋转一周的体积。

【解析】（1）：由  
2

2

2

1 22
1
x xf x x f

x x
   

  
......①

得  
2

2 2

2

1 2
1 1 2 12

1 11

xx xf f x
x x x x

x

      
  

则  
2

2

2

1 22
1
x xx f f x

x x
    

  
......②

2 ① ②得：  
2

33
1
xf x
x
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故    
2

, 0,
1
xf x x
x

  


（2）体积：  
22 11 y

yx
x
xxf







  yyygV d2 2
3

2
1 

y
y

y d
1

2 2
3

2
1 2

2




 

2

3

6

3

6

3

6

2

3

6

2sin

6
0

2
1

6

2sin
2
1

63
d

2
cos2-12dsin2

dcos
cos
sin2





























 





















 








ttttt

tt
t
tty

19.（本题满分 10 分）

计算二重积分

2 2

d
D

x y
x




 ，其中区域D由 1, 2,x x y x   及 x轴围成.

【解析】：

2
2 2 2 cos24 cos 4

10 0 1
cos

cos

1 1d d d d
cos cos 2D

x y r r r r
x r

  





  
 

          

4
30

34
0

3 1 d
2 cos
3 sec d
2








 








其中

3sec d sec dtan sec tan tan dsec           

 

2

2

3

3

sec tan sec tan d

sec tan sec sec 1 d

sec tan sec d sec d

sec tan ln sec tan sec d

    

    

     

     

 

  

  

   



 


所以  3 1sec d sec tan ln sec tan

2
C        

则    
2 2

34 4
00

3 3 1 3d sec d = sec tan ln sec tan 2 ln 1 2
2 2 2 4D

x y
x

 

      
          

20. (本题满分 11 分)
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已知   
x t txf

1
de

2

（1）证明：       2

e2.,2,1   fts

（2）证明：     2

e2ln2.,2,1   fts

解答：   
x t txf

1
de

2

所以   01 f ，且   2

e xxf  , 当 1x 时,   0xf

（1）构造       ,e2
2xxxfxF  则  xF 在  2,1 上连续，

且     0,ee11  fF       0,2022  ffF
由零点定理知  2,1 ,st   0F ,即     22  f
（2）构造   xxg ln ，  2,1x
则    xgxf , 在  2,1 上可导.

由柯西中值定理知：

     
   

 
 


g
f

gg
ffts









12
12,2,1

即
 

，





1
e

2ln
2

2


f

所以   2

e2ln2  f

21.（本题满分 11 分）

已知  xf 可导, 且    00  xxf . 曲线  xfy  过原点, 点M 为曲线  xfy  上任意一点, 过点M 的切线

与 x轴相交于点T , 过点M 做MP垂直于 x轴于点 P , 且曲线  xfy  与直线MP以及 x轴所围成图形的面积

与三角形MTP的面积比恒为 2:3 , 求曲线满足的方程.

【解析】：设   afaM ,
所以切线方程：     axafafy 

当 ,0y  
 af
afax




且

   
 

 
 af
af

af
afaaafMTPS
























2

2
1

2
1

由题意得：
 
 
 

2
3

2
1

d
2

0 





af
af

xxf
a

整理得：    
 af
xfxxf

a




2

0 4
3d

换成熟悉的公式：    
 xf
xfttf

x




2

0 4
3d （1）且   00 f

对（1）两边同时求导整理后得：

      2
2
3 xfxfxf  ，所以   00 f
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令 ( ) , '( )f x y f x p  ， ''( ) dp dy dpf x p
dy dx dy

  

整理，得
23

2
dpp y p
dy



分离变量得，
3 d d=
2

p y
p y 

3
2

1p C y

所以

2
3

2'y C y

再分离变量，得

2
3

2d dy y C x


 

所以

1
3

2 33y C x C 

则

3
2 3

3
C x Cy    

 

又 (0) 0, '(0) 0f f 

所以 3 0C 

则
3y Cx ，C为任意常数。

22.（本题满分 11 分）

二 次 型   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2f x x x x x x ax x ax x ax x      经 可 逆 线 性 变 换 x Py 变 换 为

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2, , 4 2g y y y y y y y y   

（I）求a的值；

（II）求可逆矩阵 P .

【解析】：（I）  1 2 3, ,f x x x 的二次型矩阵

1
1

1

a a
A a a

a a

 
   
 
 

 1 2 3, ,g y y y 的二次型矩阵

1 1 0
1 1 0
0 0 4

B
 
   
 
 

显然 ( ) 2r B  ，经可逆线性变换 x Py ，则 ( ) ( )=2r A r B

       2
1 1 1

1 1 2 1 1 1 2 0 1 0 1 2 1 =0
1 1 1 0 0 1

a a a a a a
A a a a a a a a a

a a a a
        



11
2

a a  或

当 1a  时, ( ) 1r A  ，舍去。
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故
1
2

a   。

（II）   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, ,f x x x x x x x x x x x x     

 
2

2
1 2 3 2 3

1 1 3
2 2 4

x x x x x      
 

令  

1 1 2 3

2 2 3

3 3

1 1
2 2
3  

2
                  

z x x x

z x x

z x

   

  






，得

1 1 2 3

2 2 3

3 3

1
3

2     
3

                  

x z z z

x z z

x z

   

  

 



即

1 1

2 2

3 3

11 1
3

20 1
3

0 0 1

x z
x z
x z

 
 
    
         

        
 
 

   22 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3, , 4 2 = 4g y y y y y y y y y y y     

令

1 1 2

2 2

3 3

      
    2

z y y
z y
z y

 
 
 

得

1 1

2 2

3 3

1 1 0
= 0 1 0

0 0 2

z y
z y
z y

    
    
    
    
    

所以

1 1

2 2

3 3

11 1
3 1 1 0

20 1 0 1 0
3 0 0 2

0 0 1

x y
x y
x y

 
 
     
           

          
 
 

即

1 1

2 2

3 3

11 1+ 2
3

20 2
3

0 0 2

x y
x y
x y
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所求可逆矩阵

11 1+ 2
3

20 2
3

0 0 2

P

 
 
 
   
 
 
 
 

23.（本题满分 11 分）

设 A 为 2 阶矩阵， ( , )P α Aα ，α 是非零向量且不是 A 的特征向量。

（I）证明矩阵 P 可逆；

（II）若 2 6  A α Aα α 0 ，求
1P AP 并判断 A 是否相似于对角矩阵。

【解析】（I）设 1 2k k α Aα 0
1 若 2 0k  ，则由 α 0 知 1 0k  ；

2 若 2 0k  ，则 1

2

k
k

 Aα α ，所以α 是 A 的属于特征值 1

2

k
k

 的特征向量，与已知条件产生矛盾。

所以， 1 2 0k k  ，向量组 ,α Aα线性无关，故矩阵 P 可逆。

（II）因为
2 6 A α α Aα，所以，

2 0 6
( , ) ( ,6 ) ( , )

1 1
 

     
Aα A α Aα α Aα α Aα ，

记
0 6
1 1
 

   
B ，因此，

0 6
( , ) ( , )

1 1
 

   
A α Aα α Aα ，

即 AP PB ，由 P 可逆知 ,A B 相似且
1 0 6

1 1
  

    
P AP B 。

由
6

( 2)( 3) 0
1 1


  



     
 

E B 知，矩阵 ,A B 的特征值均为 1 22, 3    ，

因为特征值互不相同，故矩阵 A 相似于对角矩阵
2 0
0 3
 
  

。


